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Abb. 1 Ein unter den Tisch geworfener Superball kehchrdrei Sté3en zum Werfer zurtick.

Ein Superball — in vielen Spielzeuggeschéften gidcitkball“ genannt — ist ein Gummiball,
der auf harten Oberflachemhezu elastische Stoffacht. Er kostet etwa ein Euro.
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Abb. 2a Ein normaler Ball, der unter einen
Tisch geworfen wird, kommt am anderen Ende
wieder unter dem Tisch hervor.

Abb. 2b Ein Superball, der unter einen Tisch
geworfen wird, kommt erstaunlicherweise nach
drei Stol3en zum Werfer zurick.
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Der kalifornische Chemiker Norman Stingley erfamh Superball anfangs der 1960-ger Jahre zufélbggrain

seiner Freizeit synthetisches Gummimaterial bei® I&%nit 80 bar komprimierte. Das Unternehmen Wham-O

das fir sportliche Spielzeuge mit Kultstatus — uatederem die Original Frisbee-Wurfscheiben austiklaind

den Hula-Hoop-Reifen — bekannt ist, brachte dern Bath einigen Verbesserungen 1965 auf den Mar#it un

verkaufte im ersten Jahr tber 20 Millionen Exempldder Sicherheitsberater des amerikanischen Rritsid
Lyndon B. Johnson kaufte 5 Duzend Superbélle, wrMiiarbeiter des WeiRen Hauses bei Laune zu halten

Das Unternehmen Wham-O versprach, das ein aus dlee iHherab fallender Superball nach dem Bodenauf-

schlag auf die H6h@92[h hochspringt.

Bei einer grolRen Werbeveranstaltung wurde ein Sgtleron der Grol3e eines Bowlingballes<21,8cm) aus
einem Fenster im 23. Stockwerk eines australis¢t@pls geworfen. Der Ball fiel herunter, sprang zisn 15.
Stock hoch und stiirzte dann auf ein geparktes Adde,einen Totalschaden erlitt. Laut Bericht Glieeeder
Ball selber den ,test in perfect condition®.

Kraftvolle Spieler kdnnen den Ball aus dem Standhad auf die StraBe werfen, dass er anschlieRbaddin
dreistéckiges Haus fliegt. Anhaltspunkt: Beim Haaltlbind Wurfgeschwindigkeiten tiber 30 m/s mdglich.

Lamar Hunt, einer der einflussreichsten amerikdr@acSportpersonlichkeiten und Griinder der Amerfeaot-
ball League erfand den Begriff ,Super BoMlir das Endspiel der American Football-Meistemsthals er sei-
nen Sohn mit dem Superball spielen sah.

Spater haben andere Firmen Materialien mit ahntidtigenschaften entwickelt.

Eigenschaften von Superballen

Superbélle haben erstaunliche Eigenschaften:
» Superbélle springen nach einem Bodenaufprall setin hurtck.

 |hre Oberflache sieht glatt aus, hat aber auf dexteB einéhohe ReibungDaherrutschen

Superbélle auf dem Boden nur sehr schwerfgrund ihrer Tragheit kdnnen sie bei einem
schragen Stol3 nicht sofort rollen. Vielmehr verfemsie sich beim Stol3 und ,kippen nach
vorne®, wobei der untere Teil des stol3enden BallasBoden héngen bleibt oder sich nur
wenig bewegt. Dabei werdérorizontale Vibrationen des Balles angeregt. (Wir kommen
darauf spéater zurtick.)

Bei Messungen mit Piezosensoren hat man festgestais die horizontaleeibungskraft
zwischen dem Ball und dem Untergruwdhrend des Stol3es das Vorzeichen andeith
diese Eigenschatft ist auf Vibrationen des Balleésanzontaler Richtung zuriickzufthren.

Superbélle, die unter einen Tisch geworfen werdemmen zum Werfer zurlcksiehe
Abb. 2b).

Modellbildung

Wie lassen sich diese Eigenschaften theoretisdareri?

Naiverweise betrachtet man einen schrag auf derméalenden Ball als Korper, der nur
in vertikaler Richtung verformt wird, der also keimorizontalen Verformungen erleidet
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und der mit der Gleitreibungskrafig = f N Uber den Boden rutscht und anschlie3end —
falls die Kontaktzeit gentigend grof} ist — ins Rolidergeht. Dabei isN = m(g + y) die
Normalkraft. Mit einem solch einfachen Modell lassgch aber die Eigenschaften von Su-
perballen nicht berechnen; so kann z. B.\@iezeichenumkehr der horizontalen Reibungs-

kraft hiermit nicht erfasst werden

* Numerische Berechnungen mit der Unterteilung denti&ktflache in viele Einzelflachen
und mit der Untersuchung der Verformung des Balteamen aus zeitlichen Griinden hier
nicht in Frage.

» StdlRe werden oft mit sogStol3zahlerf beschrieben — ein Vorschlag, der auf Newton zu-
rickgeht. Dabei kommen Gleit- und Haftreibungszhif ; nicht vor und wir missekei-
ne Aussagen uber Art und Grof3e der Reibungskraéthen.

Wir untersuchen das Verhalten der Superbélle ni8&thlen. Dies ist die in der Literatur
gebréuchliche Methode.

Zur Einfihrung in die Theorie der Stol3zahl betraohwir zuerst einementralen Stof3zwi-
schen zwei Korpern mit den Massen,m, und den Geschwindigkeitew,, , v,, vor dem
Stol3 und den Geschwindigkeiten, , v,,, nach dem Stof3. Dann wird die Stof3zaldefi-
niert als der Quotient aus den GeschwindigkeitstBfizen nach und vor dem Stol3 — multip-
liziert mit minus Eins:

) Vertikale Horizontale
Massem | RadiusR a AbstandD
Stol3zahle, Stol3zahle,
Superball
46,4 23 mm 0,40 e, =09 =~ 0,1 mm
bei 8, = 36° I y ex = 05
Tennisball
bei 9, = 24° 57,49 33 mm 0,55 e, =08 e, = 012 38 mm
rauer Boden
Baseball 19449 | 36mm 0,40 e, =~ 04 e, = 02 3,2 mm
bei 9, =41°
Basketball 589,4g | 120mm | 0,66 e, = 086 e, = 01 1,1 mm
bei 9, =66°

Tabelle 1 Typische Parameter einiger Balle — nach Verdffgming [2]. Die Parameter in den letzten zwei
Spalten kdnnen vom Einfallswinkél,, des Balles und von der Beschaffenheit des Boden&reyen.

Beim Superball ise, wesentlich grofl3er als bei anderen B3ledoer nur halb so grof3 wie der ideale Wert 1.

a wird definiert durch die Gl. des Tragheitsmomentes a m R? fiir Drehungen um den Schwerpunkt. Bei
einer homogenen Vollkugel ist = 2/5, bei einer dinnwandigen Hohlkugel wst= 2/3.

Die Stof3zahlen werden durch die GIn. (4a/b) definizist der Hebelarm der Normalkraft(siehe Abb. 3).
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Hinweis: Das Minuszeichen vor dem Quotienten wirdjefuhrt, weil bei allen zentralealastischerStol3en die
Geschwindigkeitsdifferenzen vor und nach dem Stafiegiengesetzt gleich sinel< 1).

Mit dem Impulssatz

My Viy My Vo, = My Vi My Vo,

haben wir zwei GIn. fur die Bestimmung der beiderbékannterv,,,, v,,,. Wir erhalten

m
Vin = Viy ~ Finz (Vlv —Voy ) (1+ e) (23-)
m
Von = Vaoy + Flmz (Vlv - V2v) (1+e) (Zb)

Folglich betragt der Verlust an kinetischer Energie
1 mm 2 2
AT = AEy, = = —— - l-e 3
kin 2 m, +m, (Vlv V2v) ( ) ( )
Die GIn. (2a/b) und (3) zeigen:
» FlUre = 0ist derEnergieverlust maximalWegen

_ _Myvy, + My vy,
Vln _V2n -
m +m,

ist dieser Stol3 voll plastisch.
* Flre = list der Stolelastischmit

M -my N 2m, My -my 2my

= Viv Vay Von = Vay
m +my my +my my +my my +my

Vin Viv

Fur zentrale elastische StoRRe sind die Geschwiedggkfferenzen vorher und nachher
immer entgegengesetzt gleich grol3

Von = Vin = Viy —Vaoy

Die Stol3zahl hangt von Form und Material der beidérper und von der Stol3geschwindig-
keit ab. Die Stol3zahl muss fur jeden Stol3 expetieiebestimmt werden und kann nur in
engen Grenzen auf andere St6RRe Ubertragen werdein. Whd in ihrer empirischen Einfuh-
rung liegt ihre grof3e Schwache.

Wir betrachten der Einfachheit halber nur Balle sichin der vertikalen x,y-Ebeneewegen
(siehe Abb. 3) und mit einer Winkelgeschwindigk¢itum die z-Achse drehen. Figr>0
dreht sich ein Ball im positiven mathematischennSimso im Gegenuhrzeigersinn. Vor ei-
nem Stol3 am Boden hat der jeweils tiefste PunkBadiss die horizontale Geschwindigkeit
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Xy + R¢,, = Schwerpuntgeschwindykeit + Umfanggeskwindigket

In Anlehnung an GI. (1) definieren wir fir Supetbaldieam Boden stol3ereinevertikale
und einehorizontale Stol3zahlwie folgt:

ey::—& (4a)
Yv
X, + R

ex::—.”—q’” (4b)
X, +R¢,

Fiar e, =1 &andert der stoRende Punkt des Balles das Vorzeisbmer horizontalen Ge-
schwindigkeit

DiesezweiGlIn. reichen noch nicht, um dieei Gro3eny ,, X,,, ¢ ,, zu berechnen. Die dritte
Gl. wird durch derDrehimpulssatgyeliefert. Nach Abb. 3 gilt fir den Stol3 am Fuldrodei
Vernachlassigung vorD: !

| § =-RFgR mit | = Tragheitsmoment fir Drehungen um den Ball-Scpwekt (5)

Mit dem Schwerpunktsatz

mx = - FR
erhalten wir:
| § = Rm¥ (6)

Die Zeitintegration Uber die Stol3zeit fuhrt danfostoauf die gesuchte dritte Gl.:
|(¢n_¢v)=mR(Xn_Xv) (7)

Die GIn. (4a/b) und (7) liefern die Geschwindigkeitach dem Stol3:

! Messungen in Experimenten zeigen, dass der $piBalle nach einem StoR oft groRer ist, als egramid der
ReibungskraftFg sein kann. Diese Beobachtung kann nur so erklérten, dass die Wirkungslinie der Nor-
malkraft N hinter dem Schwerpunkt des Balles liegt. Die Vieiedgsung der Wirkungslinie ist plausibel, wenn
man bedenkt, dass der Ball beim Stof3 nach ,vorpptki Wir vernachlassigen die Verschiebudgm Folgen-
den, da bei Superbélled < 001[R gilt.

2 Das Vorzeichen der Reibungskrdf; und damit auch die Frage, ob die Reibungskraftib. 3 nach links
oder nach rechts wirkt, hat keine Bedeutung furRkehnung, daFr in den Gin. (8a/b/c) nicht mehr auftritt.
Wir erhalten dieselben Ergebnisse, wenn die Reisknadt Fr in Abb. 3 nach rechts zeigt.
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Abb. 3 StoR auf dem FuBRboden. Da sich der Gummiball hdgr vereinfacht als Kugel
dargestellt wird, aufgrund der Reibungskré&fk wéahrend des Sto3es etwas nach vorne
neigt, hat die Wirkungslinie der Normalkr&ftden Abstand vom Schwerpunkt.

In den Rechnungen wiid vernachlassigt da bei Superballed unter 1% vorR liegt.

nach denfstoRam Ful3boden
Yn=-€yVy (8a)

: 1 7 :
Xp = 1+ _(1—0(ex)xv -a (1+eX)R¢V] (8b)

1 [ l+e.
¢”:1+0(__ RXXV+(G_eX)¢V:| (8¢c)

Beachte, dass die Stol3zahyl nur die vertikale Bewegung und dass die StoR3eghhur die
horizontale Bewegung und den Winkebeeinflusst.

Beim Stol3 unter dem Tischilt nach Abb. 4 — wieder |

bei Vernachlassigung des Abstanes < Fo

| $ =RFgr und mx=-Fg ¢
= l § = - RmX N
= = 1{on-0y)= mR{% - %) Abb. 4 StoB_untedem Tisch.

Dies entspricht der Gl. (7) fur Sté3e am Boden +Ansnahme deYorzeichenanderung der
WinkelgeschwindigkeitDa fur St63e unter dem Tisch auch die Gl. deizbatalen Stof3zahl
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in Zahler und Nenner je eine VorzeichendnderungWgkelgeschwindigkeit enthalt (vgl.
mit Gl. (4b)), finden wir leicht die Variablen

nach denfSto3unter dem Tisch
yn =~ ey yv (10a)
: 1 7 .
Xp = (1—aex)xv +a(1+eX)R¢V] (10b)
l+a "
1 [1+ey
= - 1
bn=gig| r o tlaede (100

Die Stof3zahlen liegen in folgenden Bereichen:

Die vertikale StoRzahé, liegt zwischen Null und Eins:

O<sey <1 (11a)

Die horizontale Stof3zald, kann auch negative Werte annehmen und liegt zeisatinus und plus Eins:

~l<e, <1 (11b)

» Fur e, =-1 sind x,¢ nach den Gin. (8b/c) bzw. (10b/c) konstant; deli &Rt mit Fz =0 gegen einen
glatten Boderoder gegen die glatte Unterseite eines Tischebgshbb. 9).

* FuUr —1<e, <0 wird dasVorzeichen der horizontalen Geschwindigkeit des stoBendetpBaktesnach
Gl. (4b) bzw. nach GI. (9icht ge&ndert Ein Ball, der ohne Spin unter den Tisch gewonrfgrd, springt
immer weiter nach rechts wobei x(t) bei jedem Stof3 abnimmt (siehe Abb. 9).

» FiUr e, =0 hat der stoRende Punkt des Balles nach dem Sin& &eschwindigkeit mehr. D&mnergiever-
lust ist maximal Ein ohne Spin unter den Tisch geworfener Balleginseinex-Koordinate nach wenigen St6-
Ben kaum noch (siehe Abb. 9).

* FiUr 0 << e, <1 &ndert der sto3ende Punkt des Batiash Gl. (4b) bzw. nach GI. (8ps Vorzeichen seiner
horizontalen GeschwindigkeiEin ohne Spin unter den Tisch geworfener Ball égiwsichnach dem ersten
Stof3 unterm Tischach links mit x(t) < 0, falls e, zwar noch kleiner als Eins, aber dennoch deudih
RBer als Null ist (siehe Abb. 7).

» Fir ex = ey =1 ist der Stolelastisch ohne Energieverlugtuch hier andert der stolRende Punkt des Balles

das Vorzeichen seiner horizontalen Geschwindigkeit.



Vereinfachte Parameter

Die mit Superballen erzielten experimentellen Ergefe konnen gut durch eine vereinfachte
Parameterwahl wiedergegeben werden:

Fir eineridealen Superballmit den vereinfachten Parametérn

. _2 _

ey =e,=1 G_E (D=0) (12)
folgt fir den
StolR am FufRRboden StoRR unter dem Tisch
Yn="VYv Yn="Yy (13a/14a)
) 3. 4 ) 3. 4
Xn :7XV_7R¢V Xn :7)(\/ +7R¢V (13b/14b)
10 . 3 10 . 3

-, _2° = = -= 13c/14c

dn=-22% =0y bn= S0 %~ 0y (13c/14c)

Daraus folgt fur den idealen Superball: Fir derf3%tm Boden bzw. unter dem Tisch gilt:
xntRé,=-(x,£Rd,)

Beim Stol3 eines idealen Superballes @ndert sichvdazeichen der Geschwindigkeit des

Ball-Punktes, der den Stol3 ausful{dm Ende dieses Artikels wird dieses lberraschend
Ergebnis im Kapitel ,Elastische Schwingungen de=aien Superballes bei Stol3en” genauer
untersucht.)

Die St6RRe kdnnen mit sogStoRmatrizen’ A gogen UNd A 1iscny €infach und elegant berech-
net werden. Mit dem Zustandsvektor

X
R¢ (15)
y
und mit
3 -4 0 3 4 0
ABoden::% ~10 -3 0 ATisch::% 10 -3 0 (16a/b)
0 0 -7 0 0 -7

 Fiur a = 2/5 bzw. | = 2/5[MR? ist ein Ball homogen und massiv. Fér= 2/3 bzw. | = 2/3[MR? ist der
Ball innen hohl und hat eine diinne Haut.



folgt z. B. furSt6Re am Boden

X, %, L[ 3% -4Rrey
R¢n = ABoden R¢v = 7 _10Xv - 3R¢v (17)
yn YV _7S/v

Beispiel 1 Sprungfolge auf dem Boden
Berechne die Springe eines Superballs, der miAdéangsbedingungen
X, =0 é, <0 y, = beliebig
ohne Spin senkrecht zu Boden fallt.

LOsung:

Nach dem ersten Bodenaufschlag lautet der Zustaktisy

Xn 0 L 4R,
Ro, | = Agogen| ROy | = _7 3R¢, mit ¢, <O
Yn Yv 7Yy

Nach dem ersten StoR fliegt der Ball schrag dawdremer Wurfparabel. Uberraschend hat sich
dasVorzeichen deWinkelgeschwindigkeit des Balles umgekehrt

WegenAéoden: 1 springt der Ball nach jedem zweiten StoRR wiedeksztht in die Hohé.Der
Superball springt also abwechselnd senkrecht itdtee und auf einer Wurfparabel.

N

Abb. 5a Sprungkurve deglealen Superballsmit e, =e, =1. Vgl. mit den Abbn. 5b und 5c. Beachte das
erstaunliche Vorzeichen der Winkelgeschwindigkes &8alles auf der Wurfparabel.

* Beachte, dass die Gravitation die y-Komponejt® der Geschwindigkeit zwischen den StéRen umkehrt.
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Abb. 5b Sprungkurve deglealen Superballsmit e, =e, =1. Die erste Kurvey(x) beschreibt dieselbe
Bewegung wie die Kurve in Abb. 5a. Anfangsbedinggmgnd Parameter lauten:

$0) =0 ¢(0) =-20%j x0=x0=0 y0=1m y(@0)=0

R=23cm a=040 e,=e, =1

0.9 _[—Pni-Pktit)]
ool /) Il
0.6 / \ T
0.5 I \ A\ — )} 2% 1 2 3 4 5
N g
-
0.2 N 0.4 —x(t)
0.1 \ / n/\!\,\ 0.2 ya
0 0.2 04 olv e % 1 2 3 " s
o; \ "/ 0.2 . %:Pkt(t)
YRV VAW o -
A AN A A e
0 ! 1 . \‘2 v 3V v 4v V\S % 1 2 3 4 5

Abb. 5¢ Zum Vergleich sehen wir hier die Sprungkurve eirezden Superballs Anfangsbedingungen und
Parameter sind identisch mit denjenigen in Abb-5hit einer Ausnahme:

e, =ey, =09
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Beispiel 2 Superball wird unter den Tisch geworfen

Ein Superball wird mit den Anfangsbedingungen

%,>0 6,=0 ¥,<0

unter einen Tisch geworfen.

Bestétige, dass der Ball nahezu in
die Hand des Werfers zurick-
kehrt.

Hinweis: Berechne das Verhaltnis
Xn3/ X, der horizontalen Geschwin-
digkeiten nach dem dritten und vor
dem ersten Stol3.

Ldsung:
Abb. 6a Der Superball wird ohne Spin

Der Ball macht einen Sto3 am unter einen Tisch geworfen.

Boden, danach einen Stol3 unter
dem Tisch und abschlielfend wieder einen Stof} anerBddie drei Std6Re werden durch das Mat-
rixprodukt

1 -333 52 0
A Boden A Tisch A Boden = 343 130 333 O
0 0 -343

beschrieben. Dabei i§t> = 343. Es folgt:

Xn3 1 -333 52 0 Xy L - 333%,
R¢,3| =—=| 130 333 O 0| =—1 130x,
. 343 . 343 )
Yn3 0 0 -343)|vy, -343y,
. 333. . )
= Xn3=_ﬁxv Ynz =~ Yy

Der Superball hat nach den 3 Stof3en ungefahr dgegengesetzte Geschwindigkeit wie am An-
fang.

Die Kurven in Abb. 6b bestatigen die Berechnungdmischen den Stdl3en, also beim schiefen
Wurf wurde dieGewichtskraft berticksichtigt. Die beiden Kurven im rechten, unteren Fenster
ergeben die Umkehr der Geschwindigkeitest R ¢ beim Sto am Boden bzw. unter der Tisch-
platte.

Die Kurven in Abb. 7 zeigen, dass die Superbalim Gegensatz zu anderen Ballenum Werfer
zuriickkommen, weil si@ach Tabelle 1 auf Seiteedne deutlich erhdhte horizontale Stol3zahl
haben
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500
1.4 \\ 258% [—— Phi-Pkt(t
L L
12 | —
1\ _ 0 S =
— ]
-500
0.8 \ 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
0.6 \ / 1 :
iy N/ =
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0.2 \X/ L
-0.5 0 0.5 -10 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
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— =0 NN )
X 0.2999 — x-Pkt(t)
1 0 Y- 1714 X: 04205
/\ 1 L =
. ~ _— . L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
0.715 10 —— x-Pkt + R * Phi-Pkt(t)
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0.715 0 v \L X o405 ll_. G . -
Té”fm ‘ |
- i X 0.4205
0'7150 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 100 0.1 0.2 0.3 e 0.5 0.6

Abb. 6b Nach drei St6Ben kommt digleale Superballzum Werfer zuriick. Nach dem dritten StolR betragt
die x-Koordinate der Geschwindigkeit;,3 = —333/343M m/s = - 3883m /s

Anfangsbedingungen und Parameter lauten:
. m . m
$©0)=¢(0) =0 x(@0)=-08m x(O):4? y(@0)=15m y(O):—4?

R=23cm a=040 e,=ey=1 Tischhéheh= 075m

; | 200
1.4\ j j
; 1 100
—y(x).....ex=0.1 ey=0.9
1.2 \ —y(X).....ex=0.4 ey=0.9 0 r
I - - —— Phi-Pk(t)....ex=0.1 ey=0.9
\ Y(x)....ex=0.7 ey=0.9 -100 —Phi-Pkt(t) ..... oxc0.4 oy=0.9
1 — =1.0 ey=0.9 @ y
Y(X).....ex=1.0 ey=0. —— Phi-Pkt(t)....ex=0.7 ey=0.9
-200 —— Phi-Pkt(t)....ex=1.0 ey=0.9
0.8 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
06 AN \ v/ —
: N\ ‘ 0.5 S —
\ Ny
0.4 : \
\ 0 ——X(t)....ex=0.1 ey=0.9
. \ —X(t).....ex=0.4 ey=0.9 \ .
0.2 -0.5 —X(t).....ex=0.7 ey=0.9
— X(t).....ex=1.0 ey=0.9
-0.5 0 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
1.5 4 —— x-Pkt(t)....ex=0.1 ey=0.9 |-
—y(t)...ex=0.1 ey=0.9
_zgt; _____ 04 z=0'9 —— X-PKE(t)....ex=0.4 ey=0.9
——(t)...ex=0.7 ey=0.9 2 — x-Pkt(t).....ex=0.7 ey=0.9 |-
! —y(t).....ex=1.0 ey=0.9 1 — x-Pkt(t).....ex=1.0 ey=0.9
0
|
0.5
/ *
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Abb. 7 Hier werden vier verschiedemeale Balle mit denselben Anfangsbedingungen unter einen Tisch
geworfen. Die Bélle unterscheiden sich nur durehlrizontale Stof3zatd, . Von links oben nach rechts
unten werden die Kurvey(x), ¢(t), x(t), y(t), x(t) dargestellt.

Nach Tabelle 1 auf Seiteuhterscheiden sich Superballe vor allem durchriblaiv grof3e horizontale Stol3-
zahl e, von anderen BallerDiese Grafik zeigt, dass ein unter den Tisch géamer Ball umso schlechter
zum Werfer zuruck kommt, je kleines, ist. Fire, = 01 (blaue Kurven) springt der Ball nach dem ersten
StoR unter dem Tisahicht nach links zurtick
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Abb. 8 Hier springt eindealer Superballl2 s lang unter dem Tisch. Seine Bahn verlauéimem endli-
chen Bereich hin und her.

Anfangsbedingungen und Parameter lauten:
. m . m
$0) =¢0) =0 x© =0 x(0=4— y(0) = 06m y@) =-4-—

R=23cm o = 040 e, =e, =1 Tischhéheh = 075m

100

0 ‘.

y(x).....Ball unter den Tisch -ex= 0.0 - ey =1.0
y(x).....Ball unter den Tisch -ex=-0.5 - ey =1.0 -100
y(x).....Ball unter den Tisch-ex=-1.0 - ey =1.0

—— Phi-Pkt(t).....Ball unter den Tisch -ex= 0.0 - ey =1.0
—— Phi-Pkt(t).....Ball unter den Tisch -ex=-0.5 - ey =1.0

0.8 200 — Phi-Pkt(t).....Ball unter den Tisch -ex=-1.0 - ey =1.0
A -
0.6 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
oe NN
0.2 l[\ / \ / 6 X(t).....Ball unter den Tisch -ex= 0.0 - ey =1.0
\/ X(t).....Ball unter den Tisch-ex=-0.5 - ey =1.0
0 25 3 3.5 4 4.5 4 X(t).....Ball unter den Tisch -ex=-1.0 - ey =1.0
-
2
/
0
0 0.2 04 0.6 0.8 1 1.2

——y(t).....Ball unter den Tisch -ex= 0.0 - ey =1.0
1 ——y(t).....Ball unter den Tisch -ex=-0.5 - ey =1.0 4
—y(t).....Ball unter den Tisch -ex=-1.0 - ey =1.0

x-Pkt(t).....Ball unter den Tisch -ex= 0.0 - ey =1.0
x-Pkt(t).....Ball unter den Tisch -ex=-0.5 - ey=1.0

) /\ / /\ /\ e x-Pkt(t).....Ball unter den Tisch -ex=-1.0 - ey =1.0
0.5 2

| —_—
\/ \/ L —
0 0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

30 4 n

Energie / m(t).....Ball unter den Tisch -ex= 0.0 - ey =1.0 X-Pkt + R * Phi-Pk(t).....Ball unter den Tisch -ex = 0.0

25 Energie I m(t).....Ball unter den Tisch -ex f -05 - ey f 1.0 ] x-Pkt + R * Phi-Pkt(t).....Ball unter den Tisch - ex = - 0.5
Energie / m(t).....Ball unter den Tisch -ex=-1.0 - ey =1.0 2 | m— x-Pkt + R * Phi-Pkt(t).....Ball unter den Tisch - ex = - 1.0
T —
20 i ‘_ I pa
15 Y
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Abb. 9 Hier springen dresuperbéllel,2 s lang unter dem Tisclach rechts Die Stol3parameter betragen
e, =00 e, =-05 e, =-10 ey, =10

1) Fir e, = 0 (blaue Kurven) ist deEnergieverlust maximaAm Ende istx(t) < 1mm/s.

2) Fur e, = - 05 (rote Kurven) lauft der Balhit abnehmenden Geschwindigkeité(t), x(t) nach rechts

3) Fur e, = -10 (schwarze Kurven) sind(t), x(t) und E(t) konstant= Glatter Boderohne Reibung.



14

Beispiel 3 Schrag auftreffender Ball ohne Spin
Ein idealer Superball fallt mit den Anfangsbedingen
Xy ==Yy >0 $=0

mit dem Winkeld, = 45° zu Boden. Mit welchem Winke} , springt er vom Boden hoch?

LOsung:
Nach dem Bodenaufschlag lautet der Zustandsvektor: No spin
)
Xn Xy 1 3 Xy
Rb, | = Agogen| ROy | = 7 —-10x%,
Y Ve Xy 45°\,/66,8°
| ]
— tand, = Yn — % - 9, = 668° Abb. 10 Schréager Stof3 ohne Spin
n

Beispiel 4 Superball auf einer einzelnen Wurfparaél

Zeige, dass sich ein idealer Superball fortlaufandl einer einzelnen Wurfparabel hin und her
springen kann.

oas /N * 1
04 y(x) —— Phi-Pkt(t)
(]
0.35 /
-50
0.25 // \\ 0o 05 1 15 2 25 3 35 4 45
0.2 :
/ \ AN \ /N
0.15 - —
0.1/ \ 0.1 / / \ L%‘
0.05 \\ \ \/ \/
0 01 02 % 05 15 2 25 3 35 4 45
w2 N\ AN\ 04 i
NN NN el e e
SRV AVERY Y AR VA VAV Y
ol Mo NN [ oM N 02
y \ y v v v V V04
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45
5.0959 : - i i i
|—Energlelm(t)‘ 1 : ; _
[— x-Pkt + R* Phi-Pkt(t) |
5.0959 0
5.0959 "
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45

Abb. 11 Derideale Superbalkpringt auf eineeinzelnen Wurfparabel hin und her.
Anfangsbedingungen und Parameter lauten:

00 =0 ¢(0)=- 50%1I x(0)=0 %(0)=- 0.46% y(0) = 0024m  Y(0) = - 3%

R=23cm a=040 e, =e,=1
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LOsung

Wir setzen in den Gin. (10b/@y = e, =1 sowie

Xp == Xy bn=-9,
Dann werden die GIn. (8b/c) geldst, falls folge@lefir die Anfangsbedingungen erfllt ist:
X, =aR¢, (18)

In diesem Fallspringt derideale Superball auf einer einzelnen Wurfparabel hin ted (siehe
Abb. 11).

Num. Losung der Bewegung mit Schaltfunktionen (Even t-functions)

Die in den Abbn. dargestellten Bewegungen wurdemarisch mitMATLAB berechnet. Die
linearen DglIn. kbnnen aber wegen der Linearitatgn. auch mit einem Exponentialansatz
analytisch gelost werden [6].

Die Bewegungen lassen sich am besten mit M&mLAB-Verfahren ode45 berechnen.

Die Unterbrechung des freien Falls beim Stol3 anmb&d@&n oder unter dem Tisch wird mit
Schaltfunktioner{sog., Event-function¥) ermittelt. SieheMATLAB-Hilfe.

Auf den folgenden, letzten Seiten wollen wir nocts@aulich erklaren, warum der
stoRende Punkt des Balles &y=1 das Vorzeichen seiner horizontalen Geschwindig-
keit andert.



16

Elastische Schwingungen des idealen Superballes bei Stol3en

Abschlie3end soll noch in groben Zigen erklart wardvarum sich beim Boden-Stol3 des
idealenSuperballes — miex =ey = I das Vorzeichen dérorizontalenGeschwindigkeit
x+ R ¢ des tiefsten Ball-Punktes &ndert.

Die Vorzeichenumkehr vorx + R ¢ ist sicherlich sehr tberraschend. Im Gegensata iz
die Vorzeichenumkehr derertikalen Geschwindigkeity selbstverstandlich und wird wohl
Niemanden erstaunen.

Daher erklaren wir zuerst die Vorzeichenumkehr won
und betrachten einen Ball, der ohne Spin senknegtit
unten fallt. Da die Verformung des Balles beim Bode D
kontakt nicht berechnet werden kann, vereinfachgn w
und betrachten stattdessen eitemogenen zylindri-
schen Stal der mit senkrecht stehender Symmetrieach- D
se auf den Boden fallt. Da die Stol3zeit am Bodém se

kurz ist, wirddie Gravitation im Folgenden nirgend- , n
wo bericksichtigt. D
Als Modell des Stabes nehmen wir einen Kettenschwin- m
ger mit N gekoppelten Oszillatoren (siehe Abb. 12 mit v

N =5), bei dem alle Massen mit gleicher Geschwindig- D
keit y(0) <0 nach unten laufen. m
Abb. 13 zeigt das Ergebnis einer Berechnung fir ’ 5

N = 800 gekoppelte Oszillatoren. Es werden die Koor-
dinateny(t )jeder 80-ten Masse dargestellt.

Die Information, dass die Kette gegen eine feste@Va

- Abb. 12 Ein Kettenschwinger mit
lauft, erfasst pro Sekunde

einem freien oberen Endend mit
5 500NJ 1 N =5 Oszillatoren fallt mit der Ge-
|2 = (220NN 5oy schwindigkeit y(0)<0 auf den
m 1kg S Boden.
Oszillatoren. Zur Zeit

800
D/m

T =

= 358s

.

kommen alle 800 Oszillatoren gleichzeitig zur Rubkstaunlicherweise sinalle 800 Federn
zu diesem Zeitpunldleich stark gestauchimit der Stauchung = 447 cm.

Hinweis: Wenn parallel zu deN Federn nociN StoRdampfer eingebaut werden, dann wird das untere
Ende der Kette erwartungsgemal starker gestawgctiaalobere Ende.
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Zur Zeit T ist die gesamte kinetische Anfangsenergie in pmaibmtFederenergie umgewan-
delt. FUr jeden einzelnen Oszillator gilt:

E(Q) = g y2(0) = 05J E(T) =

% §? = 250% [(0,0447m)? = 05

Danach schwingen alle Oszillatoren wieder zurtiak: Zeit 2T =716s springt die Kette

ohne innere Anregungamit der Geschwindigkeify = - y(0) =1m /gsom Boden hoch.

Die Impulsanderun@\ p des Kettenschwingers wird durch den KraftstoRWeand erzeugt:
In der Zeit2T Ubertragt die rechte Feder folgenden Kraftstditlan Kettenschwinger:

2T
I F(t)dt = F 2T = Ds[2T = 500% [0,0447m (V16 = 1600N s
0
2T
= [ ptydt = Ap=80Okg 27 = 1600N's
2. Newton. o

Axiom

P — e i — — —

Abb. 13 Einam oberen Endefreier Kettenschwinger (siehe Abb. 12) nht= 800 Oszillatoren
fallt mit der Geschwindigkeity(0) = —1m/s auf den Boden. Bei entspannten Federn betragt der
Abstand der Oszillatoren 13,4 cm. Hier wird Biewegung jeder 80-ten Masdargestellt.

Anfangsbedingungen und Parameter lauten:

yi(0)=0 Yi (0)=—1% i=12,..800

m=1Kkg D= 500E Teilchenzal N =800
m
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Fur den homogenen, stol3enden Stab — und néherusgdiveden Superball — bedeutet dies:

Nach dem elastischen Bodenaufprall springt ein Stahumgekehrter Geschwindigkeit vor
Boden hoch. Nach dem Stol3 treten keine inneren ighwgen auf. Die Impulsanderung des
Stabes ist gleich dem Kraftstol3 des Bodens.

=)

Nun soll die Vorzeichenumkehr der horizontalen Gesodigkeit x + R ¢ des tiefsten Ball-
Punktes erklart werden. Die Reibungskraft verursathden unteren Bereichen des Balles
horizontale Verformungen, die wiederum Druckweldarslosen, die sich u. a. dicht unter der
Balloberflache nach oben ausbreiten.

Da wir auch hier keine Berechnungen vornehmen kén-
nen, nehmen wir eine grobe Vereinfachung vor und
ersetzen den Ball nun durch eineltinnen Torus
(Ring), der vertikal aufgerichtet mit Spin auf d@aden
fallt. Als Modell des Ringes nehmen wir einen Ketten-
schwingerder zu einem Kreis gebogen windobei die
erste Feder mit der letzten Masse verbunden wiet. D
Torus soll mit der Umfangsgeschwindigkeg im Uhr-
zeigersinn um seine horizontale Symmetrieachse-roti
ren. Beim Aufschlag auf den Boden wird die unterste
Masse schlagartig festgehalten.

Das Modell deggebogenenrotierenden Kettenschwin-
gers mitN —1 beweglichenMassen (die untersté|-te
Masse wird auf dem Boden festgehalten) und Wit
Federn kann exakt durch einknearen Kettenschwin-
ger ersetzt werden, dessen belflelen an Boden und
Decke festgehaltewerden und der zur Zeit=0 mit
der Geschwindigkeity(0) < ach unten fallt. Die li-
neare Kette hat ebenfalé—1 bewegliche Massen und

N Federn (siehe Abb. 14). Abb. 14 Ein Kettenschwinger mit

S 3 T 3 O 3 O 3 © 3 U

zwei festen Enderund 5 Massen féllt
anfangs mit der Geschwindigkeit
y(0) <0 nach unten.

Die Information, dass die beiden Enden festgehalten
werden, lauft von unten und von oben zur Ketteramitt
Nach Erhalt dieser Information bleibt jede Masse st
hen. Zur Zeit

T= =179s
D/m

.

ruht die gesamte Kett®ie oberen 400 Federn sind alle gleich stark gelela unteren 400
Federn sind alle gleich stark gestagdhthnungen und Stauchungen haben denselben Betrag.
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Abb. 15 Ein Kettenschwinger mil = 800 Oszillatoren ist anben und untentiber Federriest mit Decke
und Boden verbunden (siehe Abb. 14). Zur ZeitO lauft die gesamte Kette mit der Geschwindigkei
y(0) =-1m/s nach unten. Die Information, dass beide Enderkadte festgehalten werden, breitet sich
pro Sekunde Uber/ D/m = 22 4/s Oszillatoren ausDiejenigen Oszillatoren, die diese Information érha
ten haben, bleiben nahezu in Ruhe stebBaei sind die Langenanderungen aller Federn demagenach
gleich. Die Federn, die zu den blauen (griinen) Kurven gahdsind gedehnt (gestaucHi)ie Gravitation
wird nicht beriicksichtigt

Die Anfangsbedingungen und Parameter lauten:

y(©) =0 y(0)=—1% N=800 m=1kg Dzsoo%

Nach weiteren 17,9 s sind alle Federn wieder entgpand alle Massen bewegen sich mit der
Geschwindigkeit- y(0) >0 nach oben.

Der Kettenschwinger hat seine Geschwindigkeit umgert — ohne innere Schwingun-
genzu hinterlassen.

Jetzt bleibt nur noch eine Frage offen: Hebt depeBoall genau dann vom Boden ab, ver-
schwindet also die Reibungskraft am Boden genawn,derenn sich die horizontale Ge-
schwindigkeit x + R¢ des tiefsten Ball-Punktes umgekehrt hat? Da di@Zthleney , ey
eines realen Superballes kleiner als Eins und StiaB®er nicht vollig elastisch sind, muss
diese Bedingung nicht unbedingt exakt erflllt werdeeider kdbnnen wir dazu keine naheren
Abschatzungen vornehmen.
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Mit Hilfe der StoBmatrizen wird untersucht, wie sfth die horizontale Bewegung und der
Spin umkehren kénnen und wie die Bewegungen asyisghoverlaufen. Auf3erdem werden
Springe auf einer Treppe untersucht.

[4] R. Gross: Bounce of a spinning ball near norinmaidence, Am. J. Phy/3, 914-920
(2005)

[5] B. T. Hefner: The kinematics of a superball boung between two vertical surfaces, Am.
J. Phy.72, 875-883 (2004)

[6] F. Kuypers: Klassische Mechanik, Wiley-VCH-Vag, 9-te Auflage. In Aufgabe 13-4
werden die St6l3e linearer Kettenschwinger gegee fé&inde ausfihrlich untersucht. U. a.
werden die Bewegungen analytisch berechnet.

Hinweis auf weitere, teilweise verbliffende mechani  sche Systeme

Leser, deren Begeisterung fur Uberraschende mexdienBewegungen durch den Superball
geweckt wurde, finden in dem Lehrbuch

F. Kuypers: Klassische Mechanik Wiley-VCH-Verlag,9-te Auflage
49,90 €

zahlreiche weitere, ausfuhrlich berechnete Systenhesrstaunlichem, teilweise fast parado-
xem Verhalten. Dem Buch iab der 9-ten AuflageineDVD beigelegt, die be30 fotorea-
listische Filme mit den Bewegungen von 31 wichtigen oder faszémden mechanischen
Systemen enthalt. Die hochwertigen Animationen wardcit demRender-ProgrammOV-
Ray erstellt.

Die Filme im avi-Format kénnen z. B. mit demindows-Mediaplayer abgespielt werden,
haben eine Farbtiefe von 3 Byte und groR3tenteils Auflosung von 1280x1024 PixeDie
Filmlange betragt in der Regel 2 Minuten.

Die folgenden 5 Seiten enthalténisschnitte von Momentaufnahmereiniger Filme so-
wie kurze Kommentare dazu.
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Fotorealistische Filme

Die DVD im Lehrbuch ,Klassische Mechanik® von F. yfaers enthélt Uber 8@torealistische Filme
Die Filme im avi-Format kénnen durch einen Dopgelkim Windows-Explorer gestartet werden. Sie
werden Ublicherweise mit deiwvindows-Mediaplayer abgespielt, falls der bekannte und kostenlose
CodecDivX auf dem Rechner installiert ist. Das Suchwort Xiwnter Google fuhrt auf zahlreiche
Download-Adressen.

Die nahezu fotorealistischen Filme

* haben in der Regel eine Auflésung viiz80x1024 Pixel

» haben3 Byte Farbtiefe

» spielen mindester?s Bilder pro Sekundab.

» haben meistens eine Abspielzeit von 2 Minuten 80 Einzelbildern).

Die folgenden Farbbilder zeigéxusschnitte von Momentaufnahmereiniger Filme.

~
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Ball rollt auf rotierender Scheibe. Auf einer waagerechten, rotierenden Scheibe
(z. B. einem Plattenteller) rollen Bélle, deren lReigsverluste vernachléassigt wer-
den kdnnen, aufaumfesten KreisbahneNoch verwunderlicher sind die Bewegun-
gen, wenn die rotierende Scheibe geneigt ist.

In Aufgabe 12-16 des Lehrbuches ,Klassische Medtamerden die Dgin. aufge-
stellt und analytisch geltst. Die Ergebnisse vompdExnenten werden kurz be-
schrieben.

In Aufgabe 12-16 werden auch bemerkenswerte Arattogii den Bewegungen ge-
ladener Teilchen in elektromagnetischen Feldergeadigt.



22

Stehaufkreisel. Der Stehaufkreisel richtet
sich nach dem schnellen Andrehen auf dem
Stift auf.

In Aufgabe 12-19 wird die Reibungskraft am
Boden untersucht und werden die Dgin. auf-
gestellt. Numerisch berechnete Kurven wer-
den interpretiert und Stabilitdtsuntersuchun-
gen durchgefuhrt.

Ball rollt in vertikalem Rohr. Véllig uner-
wartet ist die Bewegung eines Balls, der ohne
Schlupf und ohne Energieverlust in einem
ruhenden vertikalen Rohr rollt: Der Bathllt
nicht nach unten, wie wohl jeder Physiker
erwartet, sonderperiodisch zwischen einem
tiefsten und einem hoéchsten Punkt auf und ab

In Aufgabe 12-17 des Lehrbuches ,Klassi-
sche Mechanik" werden die Dgin. aufgestellt
und numerische Losungen untersucht.

Kreiskegel. Eine Kugel mit vernachlassig-
barem Tragheitsmoment rollt ohne Rei-
bungsverluste in einem Kreiskegel.

Die DglIn. werden mit verschiedenen Me-
thoden in mehreren Beispielen aufgestellt.
Beispiel 11.5-2 zeigt, dass die Kugel zwi-
schen zwei Kreisen auf und ab lauft.
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8 .\ : 7 |
Einkaufswagen. Ein Einkaufswagen (hier vor zwei Spiegeln) rolltne menschliche Fiihrung
und reibungsfrei auf eindrerzformigen Kurve. Dabei dreht er sich mehrmals um die Hochach-
se, bevor er asymptotisch auf eine Gerade zulBbitsiker mit Spieltrieb kdnnen die berechne-
ten Bewegungen mit solchen beladenen Einkaufswhegstétigen, bei denen sich nur die beiden
Rader unter den blauen Handgriffen um die Hochasbls&enken lassen.

In Aufgabe 9-14 des Lehrbuches ,Klassische MecHaméeden die Dgin. aufgestellt. Die Zahl
der Drehungen um die Hochachse wird analytischcheet.

D=100 N/m m—0.5 kg
K=2.25 N m/Rad

Is =0.0225 kg m"2

Wilberforce-Pendel. Hier treten schwebungsartige Wechsel zwischenikedeh
Schwingungen und Torsionsschwingungen auf.

Dieses Pendel wird im Lehrbuch nicht behandelt.
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Federpendel.Die vertikale Schwingungines harmonischen Oszillators ist
instabil wenn Massen, Federkonstant® und Federlangkedie GlI.

\/E =n /E n = natlrliche Zahl
[ 2\ m

erfillen. Auch bei kleinsteseitlichen Anfangs-Auslenkungen¢(0) # 0)
wechselt die Bewegung endlos zwischen nahezu aétikSchwingungen
und starken seitlichen Pendelausschlagen. In détalme istgp = -485° .

In Aufgabe 5-12 werden die DglIn. aufgestellt unel ktitischen Bedingun-
gen fur die Parameter untersucht.

Schwere AchseEine schwere Achse lauft auf einer schiefen Ebgobt
den Hang hinab, sondeguer zum Hang auf zykloidenartigen Kurven

In Beispiel 9.1-3 werden die DgIn. aufgestellt \gedost. Die Begriindung
fur die Uberraschende Bewegung ist auch fir Sclgilenachvollziehbar.
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Friedhelm Kuypers
Regensburg

Gleitpendel. Die erzwungenen Schwingungen des unten dargestdBteitpendels verdeutlichen
die Wirkungsweise deéBchwingungstilger in Hochhausedm 500 m hohen Wolkenkratzer Taipeh
101 héngt eirPendel mit einer Lange von 42 m und einer Pendealenasn 660 Tonngh). Es soll
die durch Taifune und Erdbeben ausgeltsten HochBalmingungen tilgen.

In Aufgabe 13-9c werden die DgIn. des angeregteitggindels aufgestellt. Dort wird auch aus-
fuhrlich auf den Wolkenkratzer Taipeh 101 eingegamg

Friedhelm
Kuypers

i
™
Y

< —=> S—— — = — = —
= = ~ = == —
a = —
— — — — —
A = = -
— — == =
— — — = e
_— — — —_ = =
—_— — = _—
_ — = = =
— = — —
— — S = —_ —y
0.60 m — — A — =
3 —_— L — = =
< =
— — <\ _ —
— — — —_— — s
= — == = = =
: = —
T = — s 7 —
J > =
0.08 m .( — S~
0 ‘

N/

A\‘ /A\"/
N

Q=0,4*1 wy=1.2*m Q=2 4*7

Harmonischer Oszillator. Die Animation zeigt die erzwungenen Schwingungen @ identischen,
gedampften Oszillatoren bei 6 verschiedenen ErfiegprenzerQ. Die rote Resonanzkurvé(Q)
und die Phasenverschiebup@gQ zwischen Erregung und Schwingung werden bestatigt.

In Beispiel 13.1-2 werden erzwungene Schwingungsnlidearen Oszillators untersucht.



